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1.Aufgabe / Losung:

A: A ist nicht die Nullmatrix, = Rang(A) > 0

2 4

det(A) = det (_1 9

) =4—-4=0 = Rang(A) #2
A ist nicht invertierbar = Rang(A) =1

det(B) = det (21 _;1) = —4—4=-8 = B ist invertierbar = Rang(B) = 2

C: C ist nicht invertierbar, da nicht quadratisch
1.Zeile und 2.Zeile von C' linear unabhingig = Rang(C) = 2

(AB)?
det((AB)?) = det(ABAB) = det(A) det(B) det(A) det(B) = 0- (—8)-0- (—8) =0
= (AB)? nicht invertierbar

o (64 0 o
(AB)” = (_32 O) = Rang((AB)*) =

CcCT.

det(CCT) = det Gg }g) =252 - 225 =27 #0 = CC7 invertierbar, Rang(CC”) = 2
BC(C:

0 —10 -2
BC_(O ~11 —1)

= nicht invertierbar, da nicht quadratisch, Rang(BC) = 2

2.Aufgabe / Losung:

1. Moglichkeit:
det(A) =a? +1—2a = (a—1)?

Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihr Determinante ungleich 0 ist. A ist also genau dann
invertierbar, wenn a # 1 gilt.



2. Moglichkeit: Eine 3 x 3 Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihr Rang 3 ist. Mit Gauf-Elimination
bringt man die Matrix auf Dreiecksform

1 1 a
0 1 a—2
0 0 2a—a%+1

Dabei ist der Eintrag 2a —a? + 1 = (a — 1)? genau fiir a # 1 von Null verschieden so, dass A genau fiir diese
Werte vollen Rang hat.

Inverse berechnen fur a=2

1. Zeile und 2. Zeile tauschen:

[
—
[\
—_
o
e}

2.Zeile +(—1)-1.Zeile:

S =
= O
S N
— o
U
o o

3.Zeile + (—2)- 2.Zeile:

1 0 2|0 1 O
0 1 o1 -1 O
0 -11-2 2 1
1.Zeile+2- 3.Zeile:
1 0|4 5 2
0 1 o1 -1 0
0 -1]1-2 2 1
(—1)-3.Zeile:
1 0 0|4 5 2
0 1 0|1 -1 0
o 0o 1|12 -2 -1
-4 5 2
Dannist A~'!=[] 1 -1 0
2 -2 -1

3.Aufgabe / Losung:

Bestimmung von a € R so, dass Rang(A) =Rang(A~!). Wenn A invertierbar ist, so muss Rang(A) = 3
gelten und det(A) # 0

det(A) = 2a—24 =0 & q = 12
= A fiir a € R\{12} invertierbar und es gilt Rang(A4) =Rang(A™1!)



4.Aufgabe / Losung:

A: Die ersten beiden Zeilen von A sind linear abhéngig

< det (2 3

@ 2):0 @3@—420@@2%

In diesem Fall sind dann aber die 2. und 3. Zeile linear unabhéngig, denn det (g i’) = —13—9 #0
3
A hat also stets Rang 2.

B:
1 b 3
det(B)=det [0 1-3b b—9| =(b+2)(b—09),
0 —2-0b 0
also det(B) # 0 fir b # —2 oder b # 9. In diesem Fall ist also Rang von B 3.
Firb=2:
1 -2 3
Rang(B) =Rang [0 7 —11| =2
0 0 0
Firb=9:
1 9 3
Rang(B) =Rang [0 —26 0| =2.
0 —-11 0

C: Die ersten drei Spalten von C' sind linear unabhéngig, denn

0 1 3 3
det (3 0 3 :(—3)-det<1 2):37&0
01 2

und damit ist Rang(C) = 3.

5.Aufgabe / Losung:



6.Aufgabe / Losung:
(a) Es gilt:
(ATA)T = AT(ATYT = AT A
Damit ist AT A symmetrisch.

(b) Nachrechnen:
(A+ AT = AT 1 (AT)T = AT 1 A= A4 AT,

d.h. A+ AT ist symmetrisch
(A-AT)T = AT —(AT)T = AT —A=—-(A- AT),
d.h. A — AT ist schiefsymmetrisch.

c) Sei AB symmetrisch, so gilt AB = (AB)T = BT AT = BA, da A und B symmetrisch sind. Also folt
AB = BA.
Gelte nun AB = BA. So folgt

AB = ATBT = (BA)T = (AB)T,

also ist AB symmetrisch.

7.Aufgabe / Losung:

(a) wahr: Fir jede invertierbare Matrix A € Mat(n, K)) erhdlt man aus der Symmetrie der Einheitsmatrix
(A7) = (E,)" = E,,

also ist AT(A™HT = E, und damit (AT)"! = (A~1)T und wenn A symmetrisch ist : (A71)T =
(AT)=t = A~L.

(b) wahr: A invertierbar = AA™! = E,,, also (A~1)T AT = E,, so, dass (A~1)T das Inverse von A7 ist.
(c) falsch: E, und —FE, sind invertierbar, ihre Summe E,, + (—E,,) = 0,, aber nicht.
(d) wahr: B~'A!. AB = FE, also (AB)"!=B71A"L



8.Aufgabe / Losung:

(a) Mit T := S~ € GL(n,K) ist B = TAS, also sind A und B #quivalent.
(b) B=S71AS =
det(B) = det(S7'AS) = det(S™!) det(A) det(S) = det(A) det(S™S) = det(A)

Umkehrung ?

: : (1 0y , (11

im Allgemeinen falsch: A = 0 1) ,B= (O 1).

Dann gilt: det(A) = 1 = det(B), Rang(A) = Rang(B) = A, B dquivalent, aber ST1AS = A # B fiir
alle S € GL(n,K)



e

1. Aufgabe:

Voraussetzung;:

Gegeben seien das Lineare Gleichungssystem

X1 + 3I2
21 +  Sxo
4[L‘1 + 61‘2

sowie die Matrix B :=

— = o
— O
— 00 0o

Behauptung:

a) Das Gleichungssystem umgeschrieben ist:

mit der Koeffizientenmatrix A =

1
2
4

Da b nicht der Nullvektor ist, liegt hier ei

[

5 O otw

b) Die erweitere Koeffizientenmatrix (A4, b) ist

S Ot W

N —

und der Vektor ¢ :

+ 3
+ I3
+ 2!,63
4

=14
1

2

XX =

9.
Mathe— )
Nacht

1 1
1 | und dem Ergebnisvektor b = [0
2 1

inhomogenes Gleichungssystem vor.

1
2
4

S v W

11
1 0
2 1

Thr Rang ist 3, die Losungsmenge ist einelementig und das Gleichungssystem ist universell 16sbar.

c) Bz = cist dquivalent zu:

61’1
433‘1
I

+ 4.’E2

+

T2

+
+
+

8%3
8!,53
T3

RI= s



d) Das Gleichungssystem aus Aufgabe 1lc) ist nicht universell l6sbar und die Losungsmenge ist L =

1 —2a
+ a ta€R
a

— ol |

Beweis:

b) Um den Rang von (A, b) zu bestimmen, formen wir sie zunéchst in eine Dreiecksform um:

-2 -6 -2 -2
1) Zuerst multiplizieren wir die erste Zeile mit —2 (EZ2) und erhalten: 2 5 1 0
4 6 2 1
-2 -6 -2 =2
2) Dann Addieren wir die erste Zeile auf die zweite Zeile (EZ1): 0 -1 -1 -2
4 6 2 1
-4 —-12 -4 -4
3) Multiplizieren dann die erste Zeile mit 2 (EZ2): 0 -1 —1 —2 | und addieren an-
4 6 2 1
-4 -12 -4 -4
schlieflend die erste Zeile auf die vierte Zeile (EZ1): 0 -1 -1 -2
0 -6 -2 -3
-4 -12 -4 —4
4) Nun multiplizieren wir die zweite Zeile mit —6: 0 6 6 12 | und addieren dann die
0 -6 -2 -3
-4 -12 -4 -4
zweite auf die dritte Zeile: 0 6 6 12
0 0o 4 9

Die erweiterte Koeffizientenmatrix hat also Rang 3, genauso wie A selbst. Mit Satz 6.2 aus der
Vorlesung wissen wir nun, dass A x x = b losbar ist, mit Satz 6.6 sogar eindeutig losbar und mit
Satz 6.4 wissen wir, dass das Gleichungssystem universell 16sbar ist, bzw. da wir eine quadratische
Koeffizientenmatrix gegeben haben, wissen wir das auch mit Satz 6.7 (i).

d) Durch Probieren erhélt man, dass eine Losung

Uy ‘=

ol |

ist. Nun wollen wir das dazugehorige HLGS 16sen und formen dazu die Matrix B in eine Dreiecksform

um: (Die Umformungen kénnen wir bei dem Ergebnisvektor weglassen, da sich beim Nullvektor nichts
durch EZ1 - EZ4 (bzw. ES1 - ES4)) dndert.

6 4 8
1) Wir multiplizieren zuerst die erste Zeile mal 2, die zweite Zeile mal —3 und kommenvon [ 4 0 8
1 1 1

12 8 16 12 8 16

zu | —12 0 —24 | und addieren anschlielend die erste Zeile auf die zweite Zeile: 0 8 =8

1 1 1 1 1 1



12 8 16

2) Jetzt multiplizieren wir die dritte Zeile mit —12 und erhalten: 0 8 —8 | und ad-
-12 -12 -12
12 8 16
dieren die erste auf die dritte Zeile: 0 8 =8
0 -4 4
12 8 16
3) Zuletzt multiplizieren wir die dritte Zeile mit 2: 0 8 —8 | und addieren die zweite auf
0 -8 8
12 8 16
die dritte Zeile: 0 8 =8
00 0

Wir koénnen jetzt sehen, dass das Gleichungssystem nicht eindeutig l6sbar ist, da der Rang von A nicht
3 ist, sondern 2, dasselbe Argument gilt als Begriindung dafiir, wieso es nicht universell 16sbar ist.

Das umgeformte Gleichungssystem sieht jetzt so aus:

12%1 + 8.%2 + 16.%3 = 0
8ro + (—8):53

|
=

Es gibt jetzt zwei Moglichkeiten um zu unserer Behauptung zu kommen:

1) Errate eine Losung des HLGS:

sehe, dass mit Satz 6.5(i) aus der Vorlesung vy bereits den Teilraum Lq aufspannt (denn dim(Lg) =
3 — Rang(B) = 3 — 2 = 1, also ist span{v1} = Lo und damit ist die Losungsmenge L insgesamt
{up +a-v1/a € R}.

2) Stelle die letzten Gleichungen noch um:
Wir erhalten einmal aus 8zs + (—8)z3 = 0, dass x2 = z3 gilt, und das in die erste Gleichung
12x1 + 8x9 + 1623 = 0 eingesetzt, ergibt: 1227 + 24x5 = 0, also x1 = —2x4, also ist

—2a
Lo = a ra€R
a

und mit Satz 6.5(ii) folgt nun die Behauptung wie gewiinscht.



2. Aufgabe:

Voraussetzung;:

Gegeben seien die Linearen Gleichungssysteme

201 + 4x2 + 8x3 = 8
a) 1 + 3 = 3
xr1 + Tro + r3 = 5
Ty + 2x9 + 23 = 1
b) 2I1 + 2332 + 4583 + 81‘4 = 0
To + I3 = 1
T + 51’3 = 0
c) 2z + 2z + 223 = 0
—xr1 + 229 4+ txs = 1
Behauptung:
4
a) Die Losungsmenge des ersten Gleichungssystems ist L = 2
-1
-1
LT . . . 1+ 4a
b) Die Losungsmenge des zweiten Gleichungssystems ist L = ag | 7@€ R
a
-5
35
¢) Die Losungsmenge des dritten Gleichungssystems ist L = @ty | (tERE# 13
1
13+t
Beweis:

in Dreiecksform:

— O
= =
ot W

2
a) Zunéchst bringen wir die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix | 1
1

1) Zuerst multiplizieren wir die zweite Zeile mit -2 und addieren anschliefend die erste auf die zweite

2 4 8 8
Zeile: 0 4 6 2
1 115
2) Dann multiplizieren wir die dritte Zeile mit -2 und addieren anschlieffend die erste auf die dritte
2 4 8 8

Zeile: 0 4 6 2
0 2 6 -2



3) Jetzt multiplizieren wir die dritte Zeile mit -2 und addieren dann die zweite Zeile auf die dritte

2 4 8 8
Zeile: 0 4 6 2
0 0 —6 6

Wir koénnen jetzt schon erkennen, dass die Losungsmenge einelementig ist, da die Koeffizientenmatrix
vollen Rang hat.

Wir erhalten nun: —6x3 = 6, also 3 = —1, dann anschlieend: 4xo + 6 - (—1) = 2, umgeformt:
4xy = 8, also xo = 2 und damit: 2x7 +4 -2 — 8 = 8§, also 2z = 8, daraus folgt 1 = 4. Das heif3t die
4
Losungsmenge des Gleichungssystems aus a) ist L = 2
-1
1 2 2 01
b) Wir bringen wieder die zugehorige erweiterte Koeflizientenmatrix 2 2 4 8 0 in Dreiecks-
01 1 01

form:

1) Wir multiplizieren zuerst die erste Zeile mit -2 und addieren anschliefend die erste Zeile auf die
-2 -4 -4 0 -2
zweite Zeile: 0 -2 0 8 -2
0 1 1 0 1

2) Jetzt multiplizieren wir die dritte Zeile mit 2 und addieren dann die zweite auf die dritte Zeile:
-2 -4 -4 0 -2
0 -2 0 8 -2
0 0 2 8 0

Wir konnen sehen, dass das LGS aus b) zwar universell 16sbar ist, da der Rang der Koeffizientenmatrix
3 ist, aber nicht eindeutig losbar ist, da der Rang nicht 4 ist.

Wir haben nun: 2x3 + 8z4 = 0, also x3 = —4x4 und —2z5 + 8x4 = —2, also —2z5 = —2 — 8y,
und umgeformt ergibt das: zo = 1 + 4x4. Und zuletzt: —2x7 — 4(1 + 4xy) — 4(—4zy) = -2 &
—2x1 —4—16x4 + 1624 = -2 —2x1 =2 11 = —1, also ist
-1
r={ |t i er
—4a
a

¢) Wir formen wieder die zugehorige erweiterte Koeffizientenmatrix in eine Dreiecks-

— N
NN O
~ DN Ot
= o O

form:

1) Zuerst multiplizieren wir die erste Zeile mit —2 und addieren anschlieend die erste Zeile auf die

-2 0 —-10 O
zweite Zeile: 02 -8 0
-1 2 t 1

2) Jetzt multiplizieren wir die erste Zeile mit —% und addieren anschlieflend die erste auf die dritte
10 5 0
Zeile: 0 2 -8 0
0 2 5+t 1



3) Nun multiplizieren wir die zweite Zeile noch mit —1 und addieren dann die zweite Zeile auf die
1 0 5 0
dritte Zeile: [ 0 -2 8 0

0 0 13+¢ 1

Jetzt hat die Koeffizientenmatrix die Dreiecksform erreicht und damit das Gleichungssystem losbar
ist, muss nun die Koeffizientenmatrix Rang 3 haben, da die erweiterte Koeffizientenmatrix Rang 3 hat
(unabhéngig von t) (Satz 6.2). Das heifit es muss gelten 13 + ¢ # 0, also t # —13. Jetzt konnen wir

fir t € R,t # —13 das LGS auflosen: Wir erhalten: (13 + t)z3 = 1, also 23 = #ﬂ, das eingesetzt in

—2x9 + 8x3 = 0 ergibt: —2x5 + S(ﬁ) = —2x9 + %-s-t =0 219 = —(%ﬂ) & py = (ﬁ) =
ﬁ. Das eingesetzt in x; + 5x3 = 0 ergibt: x; + %th =0, also z; = #—?—t
Das heifit die Losungsmenge L des LGS aus c) ist:
_—=5_
13+1
L= (13%#) ‘teR,t#—13

13+t



3. Aufgabe:

Voraussetzung;:
10 10
Esseien 4; ;= 0 1 und Ao ;= 0 O
0 0 0 1
Behauptung:
0
a) Ay xx = | 1] ist losbar.
0
0 1
b) Ao xax = | 1| ist unlosbar, aber Ag xx = [ 0| ist losbar.
0 1
Beweis:
0 0
a) Ay xx = (1] ist eindeutig l6sbar, da | Ay, [ 1 Rang 2 hat, genauso wie A; selbst. (Satz 6.2 +
0 0
Satz 6.6)
0 0 1
b) Assx = | 1| ist unldsbar, da As Rang 2 hat, | A, | 1 hat jedoch Rang 3 (Satz 6.2). Agxx = [ 0
0 0 1
1 1 0 1
ist eindeutig losbar, da [ 0] = | 0] + [ 0], damit ist | O | € im(As), sodass mit Satz 6.2 und Satz
1 0 1 1

6.6 wieder die Behauptung folgt.



4. Aufgabe:

Voraussetzung;:

Gegeben sei das Lineare Gleichungssystem

W N =
— s W
o= O
*
8
I
o O O
—~
—
SN~—

Behauptung:

a) Die Lésungsmenge Lo des HLGS (1) ist ein R-Teilraum von R3.

b) Der Teilraum Ly des HLGS (1) hat die Dimension 0.

1 00
c) SeiA:=| 0 0 0 |.Dann ist die Losungsmenge von A*x = Ogs ein zweidimensionaler R-Teilraum
0 00
von R3.
Beweis:

a) Die Losungsmenge Lo eines HLGS ist mit Satz 6.5(i) ein R-Teilraum von R3.

1 3 0
b) Mit Satz 6.5(i) aus der Vorlesung wissen wir, dass gilt dim(Lyo) =3 — Rang(| 2 4 1 |), das heifit
3 1 5
1 3 0
2 41 =
3 1 5

wir miissen zunédchst den Rang dieser Matrix bestimmen. Mit Sarrus ist Det (
(4-5)4+(3-3)+0—-0—1—(5-2-3) = —2 # 0, also wissen wir mit einem Resultat aus
3
4
1

1
die Matrix vollen Rang hat (also Rang 3), sodass folgt: dim (Lo = 3— Rang(| 2
3

und das war zu zeigen.

1 00
c) SeiA:=| 0 0 0 |.Dann ist die Losungsmenge von A*x = Ogs ein zweidimensionaler R-Teilraum
0 0O

von R3, denn der Rang von A ist 1, sodass mit der Formel aus Satz 6.5(i) folgt: dim(Lg) =3 —1=2.
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1.Aufgabe / Losung:

a) Determinante nach 1. Spalte entwickeln

@mazldaczv—o+emxm(ffg
S (1) 1) =2 (-1 (<) = 201)
—2 244=4
Damit ist Rang(A4) = 3 # 2.

1
b) | 2| ist eine Losung, da
3

und wegen det(A) # 0 gibt es genau eine Losung.

<)
1 0 0
A+B=[1 0 0
-1 2 -2

Die ersten beiden Zeilen sind linear abhéngig, damit gilt det(A + B) = 0.

d)
det(A - B) = det(A) - det(B) = det(B - A)

Nach a) ist det(A) = 4. Weiter gilt

0 -1 2
det(B)=det |1 1 -1
1 1 =3

-1 2 -1 2
:0—1~det(1 _2> 1-det(1 _1>
——(3-3)+(1-2)=1-1=0

also gilt det(A- B) =0 =det(B - A)

Nacht



2.Aufgabe/Losung:

a) Entwickle z.B. nach der 4. Zeile

det(A) = 8 - det

S~
O >
OO

Entwickle det z.B. nach der 3. Zeile dann gilt

[ N
R
SO OO

4 6

det(B)—8~6~det<4 0

> =8.6-(—24) = —1152

b) Tausche Spalte 2 und 3 und dann Zeile 2 und 3, dann hat die Matrix die Form

7 2 0 0
5 3 0 0
0 0 7 2
0 0 5 3

2
mit Determinante det(B) = (—1)? - det (g g) =121

c) Tausche Spalten 2 und 4 und dann Zeilen 1 und 3, dann hat die Matrix die Form

8 1 5 b
0 16 5 5
0 0 32 =
0 0 0 64

mit Determinante det(C) = (—1)2-8-16-32-64 =23 .2%.25.26 = 218(= 262144)

d) Entwickle nach der 1. Spalte

r 5 e e T
det(D)—l-det<5 y)—f-det<5 y>+g~det(x 5)

= (zy — 25) + (5 f — efy) + (beg — mgx) 20

WéhlezBzx=5=yund f=0=g.

3.Aufgabe/Losung:
Es ist
3 A Lo (-1 1
A= ImtA—<1 1).
A

Weiter gilt det(A) = —2. Dann gilt det(A) = (—2)" Also ist det(A) > 0 genau dann, wenn n gerade ist.



4.Aufgabe/Losung:

(a) Es gilt

2 7 a 7 a 7
det(A) =2 - det (a 2> —a-det <a 2) + 7-det (2 7)
=2.-(4—7a)—a* (=5)+7-(7Ta— 14)

— 8 — 14a + 5a® + 49a — 98 = 5a2 + 350 — 90 = 0

7 49
=——44/=+1
< a1 5 1 + 18
Fiir a € R\{a1,as} ist det(A) # 0. Damit ist die Cramersche Regel (Satz 7.34) anwendbar. Bezeichne
mit A; die Matrix mit b anstelle der i—ten Spalte. Dann ist die eindeutig bestimmte Losung des LGS
Ax = b gegeben durch
- det(Al) det(Ag) det(Ag)

T <det(A) " det(A) " det(A) ) '

Es gilt:
det(Ay) =3- (4 —7a)+ 1(=5a) +a- /Ta — 14) = 12 — 21a — 5a + Ta® — 14a = Ta® — 40a + 12,

det(Ag) = (=3) - (20 —49) — 1- (4 — 49) — a(14 — Ta) = —6a + 147 + 45 — 14a + 7a> = 7a® — 20a + 192,

und
det(A3) =3 - (a® — 14) + 1(—5a) + a(4 — a®) = 3a*> — 42 — 5a — a® + 4a = —a® + 3a® — a — 42.

Also ist

_ 7a? —40a + 12 7a® —20a + 192 —a3 + 3a® —a — 42
A\ 5a2 +35a—90" 5a2 +35a —90 " 5a2 + 35a — 90

b) Suche Abbildungsmatrix fiir f:

f(1,0,0,0) = (1,0,0,0

) =:a
£(0,1,0,0) = (0,1,0,0) =: aZ

) =:

) =:

£(0,0,1,0) = (~1,1,2,0) =: al
£(0,0,0,1) = (3,-2,-2,1) =: a}
X
Ist f(z,y,2,t)=A Z fiirA:(al as as a4)?
t
10 -1 3 T
8 (1) ; :; Z —(x—2+43t y+z-2t 22-2 t)=f(z,y,2,1)
00 0 1 t

Die Urbilder von ey, e, e3, e4 unter f sind die Losungen der LGS Ax; = ¢e;, i =1,2,3,4.
Wir diirfen die Cramersche Regel (Satz 7.34) anwenden, da det(A) =1-1-2-1 % 0 ist.



€1:
det(A;) = det(4) =2

1 1 -1 3
00 1 =2
det(Az) = det 00 2 -9 =0
0 0 O 1
1 01 3
01 0 -2
det(As) = det 00 0 —2 =0
0 0 0 1
1 0 -1 1
01 1 O
det(Ay) = det 00 2 0
00 0 O
= 21, = (1,0,0,0)
es: Analog :
det(Al) =0
det(Ay) = det(A4) =2
det(Ag) = det(A4) =0
= 5 = (0,1,0,0)
€3:
4.Zeil L N
det(A4y) "= 1.det [0 1 1 | TETq (—1)~det(
1 0 2
; L0 =1\
det(As) “Z* 1. det [0 0 1 | M el'l-det(
01 2
i el 1 00
det(A3) "="1.det |0 1 0| =1
0 0 1
1 0 -1 0
01 1 O
det(A4) = det 00 2 1 =0
00 0 O
1
= T3 = 5(1,—1,1,0)

eq: Analog : x4 = (-2,1,1,1)

(A; ist die Matrix A mit e;,j = 1,2, 3,4 anstelle der i-ten Spalte )
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1. Aufgabe:
Gegeben sei die Matrix
12 0 3
0 3 0 O
A= 0 1 -1 3¢ Mat(4,R)
4 1 0 2

a) Bestimme die Eigenwerte von A!

Losung: Zunéichst bestimmen wir das charakteristische Polynom von A:

r—1 =2 0 -3

0 z—3 0 0

Xa(x) = det 0 -1 =z+1 -3
—4 -1 0 zz-2

r—1 =2 -3

=(x+1)-det 0 z-3 0

—4 -1 x-2

=(x+1) - ((z—-1)(z—-3)(z—2)—12(z — 3))
=(x+1)(z-3)((x —1)(x —2) —12)
=+ 1)(z—3)(2* -3z —10) = (x + 1)(z — 3)(z — 5)(x + 2)

Somit hat A die Eigenwerte: —1,3,5 und —2.

b) Begriinde, warum A diagonalisierbar ist!

Losung: A hat vier verschiedene Eigenwerte. Da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear
unabhingig sind, findet man also vier linear unabhingige Vektoren aus dem R*, die somit eine Basis
des R* bilden. Diese Basis besteht aus Eigenvektoren von A und somit ist A diagonalisierbar.

c) Bestimme eine Basis von R?*, die aus Eigenvektoren von A besteht!

Losung: Da es vier verschiedene Eigenwerte gibt und die Summe der Dimensionen aller Eigenrdume
maximal 4 und in diesem Fall, weil A diagonalisierbar ist, genau 4 ergibt, hat jeder Eigenraum die



Dimension 1. An der Matrix kann man deshalb ablesen (siehe 3. Spalte):

Eig(A,-1) = { | ce R}

OO0 OO

Somit ist vy := ein Eigenvektor zum Eigenwert —1.

o= OO

Nun bestimmen wir den Eigenraum zum Eigenwert 3. Es ist

2 -2 0 -3
. 0o 0 0 O
Eig(A4,3) = ker 0 -1 4 -3
-4 -1 0 1
a 2 -2 0 =3 a 0
— ¢ b | 0 0 0 0 b| 0|1
T Ye 0 -1 4 -3 c| ™ 0
d -4 -1 0 1 d
.
= (| 1 |1dem
d
1
Somit ist vy := _12 ein Eigenvektor zum Eigenwert 3.
2
Nun bestimmen wir den Eigenraum zum Eigenwert 5. Es ist
4 -2 0 -3
. 0o 3 0 0
Eig(A,5) = ker 0 -1 6 -3
-4 -1 0 3
a 4 -2 0 -3 a 0
_q b | 0 3 0 0 bl 0y
Y e 0 -1 6 -3 c| 0
d -4 -1 0 3 d
%Od
= (| 1| 1ee®)
d

Somit ist v := ein Eigenvektor zum Eigenwert 5.

=N O W



Als letztes bestimmen wir den Eigenraum zum Eigenwert —2. Es ist

-3 -2 0 =3
0 -5 O 0

0o -1 -1 -3
-4 -1 0 -4

Eig(A, —2) = ker

a -3 -2 0 =3 a 0
b 0 -5 0 0 b
_{c|071—173 0_8}
d -4 -1 0 -4 d
—d
0
={| 5, 1aem
d
-1
Somit ist vy = _03 ein Eigenvektor zum Eigenwert —2.
1

Dann ist B = (v1,v2,v3,v4) eine Basis von R?*, die aus Eigenvektoren besteht.

d) Gib eine Matrix W an, fiir die W' AW eine Diagonalmatrix ist. Wie sieht diese Diagonalmatrix aus?

Losung: Laut Vorlesung erfiillt die folgende Matrix W, deren Spalten die Eigenvektoren sind, die
gewiinschte Eigenschaft:

0 1 3 -1
0 -2 0 O
W= 1 1 2 -3
0o 2 4 1
Die Diagonalmatrix sieht dann wie folgt aus:
-1 0 0 O
0o 3 0 O
D= 0o 0 5 0
0 0 0 -2
2. Aufgabe:
3 0 8 01 0
27 =2 —-49 0 0 O
. 6 0 7 0 0 O
Es sei C := _101 0 04 0 0 € Mat(6,R)
4 0 10 00
9 0 0 0 0O

a) Gib drei Eigenwerte von C an!

Losung: An der zweiten, vierten und sechsten Spalte kann man ablesen: —2, 4 und 0 sind Eigenwerte
von C.

b) Entscheide (mit Begriindung), welche der folgenden Vektoren Eigenvektoren von C sind!
v=(0 100 0 0 ,0:=(0 00 3 0 0),
v3:=(1 0 0 0 0 0) =00 00 2 1 0



Losung: Die Vektoren v; und vy sind Eigenvektoren, denn es gilt
C- v = —2- V1

und
C’~v2:4-v2

Die Vektoren vs und vy sind keine Eigenvektoren, denn es gilt
C-v3 =(3,27,6,-101,4,9)
und dies ist kein Vielfaches von vz und
C vy =(1,0,0,8,0,0)"

und dies ist kein Vielfaches von vy.

3. Aufgabe:

a—1

4
Essei B:= 1[0
a

o |

0
0 |. Bestimme, fiir welche Zahlen a € R die Matrix B diagonalisierbar ist!
1

Losung: Behauptung: Nur fiir a = 1 ist B diagonalisierbar.
Beweis: Zunachst bestimmen wir das charakteristische Polynom von B und die Eigenwerte:

xg(x)=..=(z— 4)2(x -1

Somit sind 4 und 1 die einzigen Eigenwerte von B. Um Aussagen iiber die Diagonailisierbarkeit treffen zu
konnen, bestimmen wir die Dimensionen der Eigenrdume. Es ist

dim(Eig(B,4)) = dim(ker(4E — B)) = 3 — Rang(4F — B)

0 —a+1 0
=3—Rang| O 0 0
—a 0 3

Es ist

0 —a+1 0 ..
1 f =1
Rang | 0 0 of= e
—a 0 3 2 fira#1

Somit ist die Dimension von Eig(B, 4) gleich 2, wenn a = 1 ist und 1, wenn a # 1 ist.
Fiir die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert 1 gilt:

-3 —a+1 0
dim(Eig(B, 1)) = dim(ker(E — B)) =3 —Rang | 0 -3 0
—a 0 0

=3-2=1

Die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert 1 ist immer 1 und somit unabhéngig von a.
Damit B diagonalisierbar ist, muss gelten:

dim(Eig(B,4)) + dim(Eig(B, 1)) = dim(R)* = 3

Dies ist nur dann erfiillt, wenn dim(Eig(B,4)) = 2, also a = 1 ist.



4. Aufgabe:

a)

b)

Es sei A € Mat(n,C) und A habe den Eigenwert 3i. Weiter sei w ein Eigenvektor zum Eigenwert 3i.
Zeige, dass dann auch jedes Vielfache A - w, mit A € C, ein Eigenvektor zu 37 ist!

Losung: Da w ein Eigenvektor zum Eigenwert 3¢ ist, gilt A - w = 3i - w. Sei weiter A € C. Dann ist
A-(Qw)=X-(A-w)=X-(3i-w) =3i-(Aw)
Somit ist auch Aw ein Eigenvektor zum Eigenwert 3i.

Es sei B € Mat(4,R) und 0 sei ein Eigenwert von B. Zeige, dass dann der Rang von B —4E (E ist die
Einheitsmatrix in Mat(4,R)) maximal 3 ist! Welche Eigenwerte hat B, wenn Rang(B — 4F) = 0 ist?

Losung: Ist 0 ein Eigenwert von B, so folgt nach Vorlesung, dass ker(B) # {0} ist. Das heifit, die
Dimension von ker(B) ist mindestens 1. Nach Dimensionsformel gilt

dim(ker(B)) 4+ Rang(B) = 4

Daraus folgt also Rang(B) = 4 — dim(ker(B)) < 3.

Ist Rang(B — 4E) = 0, so folgt daraus dim(ker(B)) = 4. Daraus folgt ker(B) = R*. Das bedeutet,
dass fiir alle Vektoren v € R* gilt: B -v = 0. Somit ist jeder Vektor v € R, v # 0 ein Eigenvektor zum
Eigenwert 0. 0 ist also der einzige Eigenwert von B.



